Proposta de resolucido

Exame final nacional de Matemdtica A (2026, 2.2 fase) @

1. Recorrendo as propriedades dos logaritmos, temos que:

1
log, (b*) =16 < 2log, b =16 < log, b= ?6 < log,b=38

E assim: .
log, (3) =log,a—log,b=1—-8=—-7

Resposta: Opgao A

2.1. Para estudar o sentido das concavidades e a existéncia de pontos de inflexdo, comegamos por deter-
minar a expressao da segunda derivada:

@)= (f'() =

/ (1+21na:>/_ (1+2nz) xz—(1+2Inz)(z)
% B 7

1
C(042ne))xz—(1+2ma)x1 22X xTz-1=-2Inx H»_4_ o, 1_2mg

2 2 2 52
Determinando os zeros da segunda derivada, vem:

1-21
STENY e 1-2mz=0A 2240 o

x2 N—_——
C. universal, x€R+

f(z)=0 &

1
& 1=2hz & §=lnﬂc®x=e% & r=+e

Assim, estudando a variacao de sinal de f” e relacionando com o sentido das concavidades do grafico
b
de f, no dominio da fungao derivada, vem:

x 0 Ve +o0
1-2Inz | nd + 0 =

a7 n.d. + + +

i n.d. + 0 —

f n.d N—" | Pt. L N

Logo, podemos concluir que o grafico de f:
e tem a concavidade voltada para cima no intervalo |0,1/€] ;
e tem a concavidade voltada para baixo no intervalo [/e, + ool ;
e tem um ponto de inflexdo, cuja abcissa é /e .



2.2. Calculando o declive da reta r, temos:

my = f'(e)

1422 142x1 3

€ (&

Como as retas r e s s@o perpendiculares o declive da reta s, é:

1 1 e
mS:— = —-— = ——
My 3 3

e

Assim, como a reta s é definida por uma equacao da forma
e
y = ——x+b e contém o ponto de coordenadas (—3,0), podemos

calcular a ordenada, b, do ponto B:
O:—gx(—3)+b S 0=ct+bo b=—c

Desta forma, a area do tridngulo [AOB] é:

lys| xza _|—e€[xe e

A = = =
[A0B] D) 9 2

3. (AE 2018)

Como P (ANB) = P (AU B), entdo temos que:

€

N

k— altura — A

r

I
I
I
I
I
I
L

€

P(AUB)=1-P(AUB)=1-P(ANB)=1-04=0,6

Resposta: Opcao B

3. (AE 2023)

Seja X a varidvel aleatéria que modela o preco da
refeicao na cantina.

Temos que:
e P(X>T)=50%
e P(X>9)=12%

Logo, vem que P(7 < X <9)=50—-12=38% .

Resposta: Opgao B
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4. Inserindo numa lista da calculadora grafica os dados relativos a despesas com habitacao, e noutra lista os
dados relativos as despesas com alimentagao, e calculando as respetivas medidas estatisticas, obtemos o
valor o, ~ 8,4 para o desvio padrao populacional relativo as despesas com habitacao e oy, ~ 5,9 para as
despesas com a alimentagao.

Assim, podemos concluir que o desvio padrao das percentagens da despesa anual média associada a ha-
bitagao é superior ao desvio padrao das percentagens da despesa anual média associada a alimentagao.

Como em 2022/2023, a despesa anual média associada a alimentagao foi 3121 euros, a que corresponde
uma percentagem de 12,9%, o total da despesa média das familias ¢, é:

t _ 100 . _ 3121x100

= ~ 241
3121 12,9 < 12,9 «t 93,8

E assim, a despesa anual média associada & habitacao, arredondada as unidades, ou seja, 39,0% do valor
anterior, foi 0,39 x 24193,8 ~ 9436 euros.

Com os dados relativos as despesas com habitagao na lista correspondente as abcissas dos pontos do
diagrama de dispersao e os dados relativos as despesas com alimentacao correspondentes as ordenadas dos
pontos, podemos calcular o valor do coeficiente de correlagao linear, cujo arredondamento as centésimas,
é r ~ —0,93. Assim, o coeficiente de correlagao linear entre as varidveis x e y, apresentadas na tabela,
arredondado as centésimas, é —0,93 .

Identificando o modelo de regressao linear que resulta da correlagdo anterior (y = —0,648z + 35,006), e

calculando a ordenada do ponto da reta que tem abcissa 19,8, obtemos o valor y = —0,648 x 19,8+ 35,006 ~

22,2, ou seja, admitindo a validade do modelo de regressao linear de y em funcao de x , e com base nas

estimativas dos parametros, arredondadas as milésimas, estima-se que a percentagem da despesa anual

média associada a alimentagao, em relagao a despesa total anual média, em 2000, foi, aproximadamente,
22,2% (valor arredondado as décimas).

Logo, as correspondéncias corretas sao:
(a) = (3)
(b) = (3)

(c) = (1)
(d) = (2)

mat.absolutamente.net


https://mat.absolutamente.net/wp/exames-mat-a/

4/9

5. Os numeros naturais, superiores a 50 000 com cinco algarismos diferentes e que sao multiplos de 5 podem
ser divididos em dois grupos: os que tém 0 (zero) no algarismo das unidades e os que ém 5 no algarismo
das unidades.

No caso do algarismo das unidades ser 5, existem 4 alternativas para a escolha do algarismo das de-
zenas de milhar (6, 7, 8 e 9), porque o nimero deve ser maior que 50 000 e este algarismo nao pode ser 5
porque os algarismos devem ser todos diferentes.

Para os algarismos dos milhares, das dezenas e das centenas existem 8 A3 alternativas (que correspondem
a todos as escolhas ordenadas de 3 algarismos escolhidos de entre o conjunto dos 10 algarismos, a excegao
do 5 e do que foi escolhido antes).

Logo, o total de ntimeros deste grupo, é 4 x® A3 .

HEEND

No caso do algarismo das unidades ser 0, existem 5 alternativas para a escolha do algarismo das dezenas
de milhar (5, 6, 7, 8 € 9), porque o nimero deve ser maior que 50 000.

Para os algarismos dos milhares, das dezenas e das centenas existem 8 A3 alternativas (que correspondem
a todos as escolhas ordenadas de 3 algarismos escolhidos de entre o conjunto dos 10 algarismos, a excecao
do zero e do que foi escolhido antes).

Desta forma, o total de nimeros deste grupo, é 5 x8 Az .

HEEED

Assim, os niimeros naturais, superiores a 50000 com cinco algarismos diferentes e que sdo miiltiplos de 5
840:

4 x8 A5 +5 %8 A3 = 3024

6. Considerando a experiéncia aleatdria que consiste em selecionar, ao acaso, um cartao da caixa, e os acon-
tecimentos:

T:<0O cartao ter um nimero miltiplo de trés>
I:<O cartao ter um nimero impar>

== 1
Temos que P (T) =0,625¢ P (I|T) = = .

3
Assim, organizando os dados numa tabela obtemos: T T
o P (T) =1-P(T)=1-10,625=0,375 ; ! 0,25
e« P(INT)=P(IT) x P(T) = % x 0,375 = 0,125 ; 1 U159
o P (I N T) =P (T) - P (T N 7) = 0,375 —-0,125 = 0,25 . 0,625 | 0,375

Assim, como P(T'NI) = P(I)—P (I NT), a probabilidade de selecionar aleatoriamente um cartao da caixa
e ele estar numerado com um miltiplo de trés ou com um numero impar, na forma de fracao irredutivel,
é:

P(TUI) = P(T)+ P(I) - P(T'n1I) = P(T) + P(I) — (P(J) - P(mT)) -

= P(T)+P(I)— P(I)+ P (INT) = P(T) + P (INT) = 0,625 + 0,25 = 0,875 = g
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Determinando uma expressao de u,4+1 — U, temos:

T _3n+1)+5 3n+5 3n+3+45 3n+5_ 3n+8 3n+5
T T )42 n+2  n+1+42  n+2  n+3  n+2

_ (Bn+8)(n+2)—Bn+5)(n+3) 3n*+6n+8n+16—(3n®>+9n+5n+15)

(n+3)(n+2) B (n+3)(n+2)
_ 3n?+14n+16—3n? —14n— 15 1
N (n+3)(n+2)  (n+3)(n+2)

Como n > 0, temos que (n+3)(n+2) > 0, e como o quociente de um (1) por um positivo ((n+3)(n+2)),
é sempre um valor positivo, temos que

Upt1 — Up > 0,Vn € N

Ou seja, u, é uma sucessao mondtona crescente.

7. (AE 2023)

Temos que a fungao derivada de f, é:

!/ /
f(z) = <:TJ2€$ — ;) = (13269:)/ - <;) = (2%)'e® + 22(e®) + 0 = 2ze” + 2%e” = xe®(2 + )

Assim, para o valor inicial £y = —1, o valor da primeira aproximagao, x1, que resulta da aplicacdo do
método de Newton-Raphson, é:

1
f(wo) L (-1)?xe ! - 2 -
f’(l‘o) o 1 (—1) X e—l(2+ (_1)) =~ 17359

Tr1 = g —

8.1. Observando a condi¢ao de cada uma das hipdteses, temos:

e AC-AH > 0 porque o angulo HAG é um angulo agudo, logo as afirmagoes das opgoes (A) e (C)
sao falsas.

oComoﬁ:@eﬁz@entéoﬁ-ﬁ:C@-Cﬁ:OporqueoénguloBGFéum

angulo reto, pelo que podemos concluir que a afirmagao da opgao (B) é verdadeira e a afirmagao
da opgao (D) é falsa.

Resposta: Opgao B
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8.2. Como a reta AB contém uma aresta do cubo, é perpendicular ao plano BC'F', pelo que o vetor normal
do plano, (7(73,6, —2)), também é um vetor diretor da reta. Assim, uma equagao vetorial da reta
AB, é:

(x,y,2) = (—3,5,2) + k(—3,6,— 2),k € R

Desta forma, temos que um ponto genérico desta reta, tem coordenadas: (—3 — 3k ,5 + 6k,2 — 2k).
Como o ponto B é a intersecao da reta AB com o plano BC'F', substituindo as coordenadas do ponto
genérico da reta AB na equacgdo do plano BC'F', obtemos o valor de k, correspondente ao ponto B:

—3(—3—3k)+6(5+6k)—22—2k)+14=0 < 9+9k+30+36k—4+4k+14=0 <

49
& 49k 4+49=0 & k:—E S k=-1
Desta forma, temos que as coordenadas do ponto B sao:
(=3-3(-1),5+6(-1),2—-2(-1))=(-34+3,5-6,2+2)=(0, —1,4)

E assim, o volume do cubo é:

N 3 3 3
Viascperen) = AB = (\/(0 =32+ (-1-52+ (4~ 2)2) —V9+36+4 =49 =7° =343

9. Como [ABCD] é um retangulo, as retas AD e BC sao paralelas, pelo que, como a reta BC' é definida
pela equagao y = —2x + 5 o declive da reta AD é igual a —2. Como esta reta contém o ponto A, de
coordenadas (2,0) podemos calcular a ordenada na origem da reta AD, b, ou seja, a ordenada do ponto
D:

0=-2(2)+b < 4=0b
De forma andloga podemos determinar o declive m¢gp, da reta CD, a partir do declive da reta BC, por

serem retas perpendiculares:
1 1
Mo = Ty = 3

1
E como a reta C'D contém o ponto D, de coordenadas (0,4), é definida pela equagido y = —x + 4 . Desta

forma podemos determinar as coordenadas do ponto C, como a intersegao da retas CD e CB:

y=—2z+5 g+4:—2x+5 §+2x:5—4 57"”:1
1 = < <~ 54
T ; x
Y B Y 2+ Y 2+ Y 2+4
x—2 2 2
== == ==
5 5 )
<~ <~ =
2 21 1
— 5 = == — - 14
y=- +4 Yy y=x+
. - (221
Assim, temos que as coordenadas do ponto C sao =)

10. Temos que:

e Como f'(x) < 0, para qualquer z € R, e f(0) = 2, entdo a funcado é decrescente em todo o dominio,
pelo que f(1) < f(0) & f(1) < 2, pelo que a proposigao I. é falsa.

e Como f é continua em R, em particular é continua em [1,2], e como f(1) x f(2) < 0, o coroldrio do
Teorema de Bolzano-Cauchy, garante que existe pelo menos um numero real ¢ €]1,2] tal que f(¢) = 0.

Assim, como a fungdo — nao estd definida para os valores de ¢ que verificam a condigdo f(c) =0, e

é garantida a existéncia de pelo menos um destes valores, a funcao nao estd definida para todos os
valores reais, pelo que a proposicao II. é falsa.
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12.

13.

7/9

p o 2 . = a
O afixo do nimero complexo iz é o transformado do afixo do niimero complexo z por uma rotagao de 5

rad. de centro na origem.

Assim, como o afixo do nimero complexo z pertence ao primeiro quadrante, o afixo de iz pertence ao se-
gundo quadrante, pelo que, de entre as opgoes apresentadas, a inica que pode ser o afixo de iz é o ponto B.

Resposta: Opgao B

Considerando o nimero complexo z escrito na forma a + bi, como Re(z) +Im(z) = 0 < Re(z) = —Im(z),
temos que o nimero complexo z é da forma a — ai, com a € R.

Desta forma, temos que:
34

Logo, vem que:

2
lw|=5 o V(—a)2+ (—Ta)2=5 & Va2 +49a2 =5 & V502 =5 = (\/50(12) -5 o

z (a—ai)(3—4i) = w & w = 3a—4ai—3ai+4ai* & w = 3a—"Tai+4a(—1) & w = —a—"Tai

25 1 1 1 2 2
@50612:25(:)(12:@a2:(:>a::|:\/><:>a::|:@az\f\/a:—\[
2 2 V2 2 2

50
. ~ . 2 .
Assim, como Re(w) = —a e Re(w) < 0, entdo a > 0, ou seja a = TR pelo que podemos concluir que:
__¥Z_ V2
2 2

13. (AE 2018)
Temos que:
f(x) =sen (2x) + cosz = 2sen z cos(z) + cosx = cosx(2senx + 1)

E assim,
1
f(x)=0 < cosz(2senx+1)=0 < cosz =0V 2senz+1=0 < cosz =0V senz = —g

Y
E assim, podemos observar que para x € [0,27], a equagao
f(z) =0 tem 4 solugbes:

T T 0
e r = —, porque cos — =0 ;
27p q B) )

° = ST porque cos 5T _ 0;
== - =0 /
T 7 1 fQ

- = i 11 €
o 5 , porque sen 5 5 ?Tr 67T
117 117 r N T
e ' — ——, porque sen — — ——.
T 5 , porqu n 5 > _%

11
Sendo z = % a maior solucao em [0,27].

Desta forma podemos observar que a equagao tem 8 solugoes no intervalo [0,47], 12 soluges no intervalo
[0,67] e 20 solugodes no intervalo [0,107].

Como a maior solugdo da equagéo no intervalo [0,27] é z = 27 — %7 a maior solugdo no intervalo [0,107] é

T 59 - .
r =107 — =6 pelo que o menor valor de a para o qual a funcao f tem, exatamente, vinte zeros no
59
intervalo [0,a], é a = 5
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13. (AE 2023)
Temos que:

como a distancia do baricentro ao ponto médio de um lado do

triangulo é metade da distancia do baricentro ao vértice que se opoe
. . ——= PB

ao lado anterior, entdo BS = —

como C é o circuncentro do tridngulo é equidistande dos vértices,

entdao PC = RC ;
o _ 6
comoPS:PB—l—BSePB:Gent&oPS:6+§:6—|—3:9;

como PC = PS—CS entdo PC =9—CS e também RC =9—CS ;

como S é o ponto médio do segmento de reta [QR] e QR = 616
6v/6

entéoﬁ:T:i%\/é;

como PR = PQ entdo o tridngulo [PQR] é isésceles e o tridngulo
[PSR] é retangulo em S, assim como o tridngulo [CSR].

Assim, pelo Teorema de Pitdgoras, vem que:

®
nn

S S — S I 2 [ _
RC* =TS’ +5F & (9-T8)’ =05+ (3v6) © 81-2x9xT5+C5 =T5 +9x6 «

27

& 81-18CS=54 & 81-54=18CS & 18CS =27 & CS=—

18

2 9 q 2 q T AR
14. Como x é quociente entre o raio da base do cone e o apdtema, ou seja x = —, o didmetro da base do cone
a

é 2r.

Assim, quando a distancia entre os pontos A e B , pela superficie do cone, excede em 40% o didmetro da

base

Desta forma, para obter a solucao da equagdao anterior
inserimos na calculadora grafica as expressoes das funcoes N

f()

Visualizamos os graficos das fungoes reproduzidos na fi-
gura ao lado e usando a funcao da calculadora para determinar
valores aproximados das coordenadas do ponto de intersecao
de dois gréficos, obtemos o valor aproximado (arredondada as
milésimas) da abcissa do ponto de intersecao dos graficos das
duas fungoes, a que corresponde o quociente pretendido xg
entre o raio da base e o apotema:

do cone, temos que
2r T 2r
dz) =14 x2 — (7 ) =1,4x2 —_— (
(x) X 2r & —sen (o X 2r & 1’4X2Tsen 5

1
= 1 50 <gm) e g(x) = x, no dominio da funcao d.

™
*.’L’):.’E =

T ~ 0,523

Assim, o valor do quociente entre o raio da base e o apétema quando a distancia entre os pontos A e B,
pela superficie do cone, excede em 40% o didmetro da base do cone, arredondado s milésimas, é 0,523 .
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15. Como a reta, de equacdo y = —x + 2, é assintota ao gréafico da funcio f e o dominio de f é R, temos
que:
e lim 7f(33) =-1;
x—4+oc0 I
o Jim (fle) = (-Dz) = lim (f(z)+2)=2

Como o dominio da funcio g é RT, comecamos por determinar o declive da assintota nao vertical do seu

grafico:

T+ e’
mhmﬂ@hmehm(ﬂ@+we)hm(ﬂ@+w+e)
r—+o0 I z—~+00 x z—+00 x xer z—+00 x xe* xer

1 1 1 1 1 1
lim <m++): lim M-l— lm -+ lim —=-14—+4+ —=-1404+0=-1
r—+00 x er x r—+oo I z—+ooxr  x——tooel +00 +00

Calculando o valor da ordenada na origem, temos que:

r—r+00 T—r+00 T—r+00 T—r+00

b= lim (g(z) —mz) = lim (g(z) — (1)) = lim (g(z)+z) = lim (f(z) + x;e“" —|—1:> =

= lim <f(x)+m+;+zz>= lim (f(x)-l—x—i—e%—&-l): lim (f(z)+z)+ lim L4 lim 1=

——+00 r—+00 r——+00 rz—+ooer  xz—+4oo
=2+ lim 7_|_1 =3+ lim — —3—|—+¥.O —3—}-#'O (Indeterminacao)
r—o00 el z—o00 et 400
Usando a regra de 'Hopital, temos:
! 1 1 1
limizlim—(aj) = lim—=——=—"—"=0
z—o0e?  z—oo(e?)  w—ooe® et +00

Logo b =3+ 0 = 3 e assim, a equacao reduzida da assintota nao vertical do grafico de g é:

y=—-xc+3
16. Designado por P o ponto de intersecao da reta AB com o eixo Oz, Yy
temos que: A ,
e CO=DO=PO=1; | B
e CA=CO+0A=1+04;
o AP = tga .
E assim pela definicdo de cosseno vem que: D
PO 1 — 1
cosa=—— & cosa=— < OA= R
OA OA cos Ny A

Desta forma, como os tridngulos [COD] e [CAB] sao semelhantes,

W

porque tém um angulo comum e os lados opostos a esse angulo sao
paralelos, vem que:
C
AB CA AB 14+0A  ___
DO CcO 1 1 Cos &
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